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´�µL¶}·¹¸�ºo¸L»o¼?½¿¾�ÀÁ½,¶2¸�»1¾LÂ*µdÃ]Ä�ÅoÆ�¼N¾
¾�Æ�Ä�¾3ÃÇµfÈ¹Éf½YµdÀ#¼{ÅoÀÊ¶}¼?ÃNÅ1Éf¼NÅoÃ?µLº#ËnÌ3Ã?½,º�Éf¾�Í�»eÅo¼�¸L¼?½Y¾3À1¶{ÎoÅo¼4Éd¸LÅ1¶}µÏ¶
ÆY¾�¸�º�½¿Í�Î1¸LÆ,¸LÀ1Éfµ�¸LÍ�¾�ÀoÌT»oÃN¾#ÉfµL¶?¶]¾�ÃF¶k¾�Àq¸�»1¸�ÃF¸�Æ¿ÆYµdÆÐÍÁ¸�É�·o½¿Àoµ
Ñ;ÒÓµ�»oÃ?µL¶]µdÀ#¼4¸�Ào¾LÔ
µdÆ/Í�µd¼N·o¾#ºÁÉd¸�Æ¿ÆYµLº
ÕÐÖ|×;Ø ¼N¾Cº#Ù|À1¸LÍ�½,É`¸�ÆYÆ¿Ù¥Î1¸LÆ,¸�ÀÊÉfµÓ¼N·oµq»oÃ?¾#ÉfµÏ¶?¶}¾3Ã�Â2¾�Ã?Ú#ÆY¾�¸�ºo¶�ÂÇ½¿¼?·Û¸ÜÌ�Æ¿¾�Î1¸LÆ�Ô|½¿µdÂ�Ñ�Ý*·o½Þ¶¹»Ê¸�»1µdÃ
»oÃNµL¶}µdÀ#¼�¶)¼N·oµ�½¿Í�»oÆ¿µdÍ�µ`À|¼N¸�¼N½Y¾3À
¸�ÀÊºÓ½YÀ#¼?µdÌ3Ã�¸L¼?½Y¾3ÀÓ¾LÄJ¸�Æ¿Æ{ÍÁ¸�ß]¾3Ã ÉV¾�Í�»1¾�ÀeµdÀ|¼F¶kÂÇ½Y¼N·o½YÀq¾�ÅeÃ�º|Ù#À1¸�Í�½,É
ÆY¾�¸�º
Î1¸�ÆÞ¸�À1ÉV½YÀoÌÁ¶]¼?ÃF¸�¼?µ`Ì�Ù�Ä�¾�Ãà¸�ºo¸L»o¼?½¿Ô
µ�Ì�Ã?½Þº
Éd¸�ÆÞÉfÅoÆÞ¸�¼?½¿¾�À1¶VÑ�´�µL¶}·q¸3ºo¸�»e¼?½Y¾3À/á/Ã?µd»Ê¸�Ã?¼N½Y¼N½Y¾�Àe½YÀoÌeá�»oÃ?¾3Ë
ÉfµL¶N¶}¾3Ã�¸�¶N¶}½¿Ì�ÀoÍ�µ`À|¼`á/¸�À1ºqÃ?µdÍÁ¸L»o»o½¿ÀoÌ¡¸�Ã?µ�ÉfÃN½Y¼?½ÞÉd¸�ÆâÉf¾�Í�»1¾3ÀoµdÀ#¼�¶)¾�Ä4¼N·oµ�Ä�ÃF¸�Í�µ`Â*¾�ÃNÚ�¼N·1¸�¼�Í�Å1¶]¼)Î1µ
¸�É`Éf¾�Í�»eÆY½,¶]·oµLºkÃF¸�»o½Þº|ÆYÙ�¸LÀ1º µfÈ¹Éf½YµdÀ#¼?Æ¿Ù)¶]¾�¸�¶ÐÀo¾�¼{¼N¾�Éd¸LÅ1¶}µã¸)¶}½¿Ì�Ào½�älÉd¸�À#¼Ð¾�Ô
µ`Ã?·oµL¸3º�¼N¾)¼?·oµ2À|ÅeÍ�µdÃ?½ÞÉd¸�Æ
¶}½¿Í�ÅeÆ,¸�¼N½Y¾3À/Ñ*åæºo¸�¼F¸�Ã?µÏº|½,¶]¼?Ã?½¿ÎoÅo¼N½Y¾�ÀÁÍ�¾#º#µdÆ/½,¶4¸�ÆÞ¶}¾�»oÃNµL¶}µ`À|¼NµLºç¼N·1¸�¼4»oÃ?µÏº|½,Éf¼F¶6¼N·oµ ÃNµdÍÁ¸L»o»o½YÀeÌTÉf¾
¶]¼
¾�ÀT¼?·eµ�è#é;ê#Ñ;Ý*·o½,¶{Í�¾#º|µ`Æo½,¶{Ã?µÏë\Åo½¿Ã?µLº�¼?¾ìº|µd¼?µ`Ã?Í�½¿Àoµ;ÂÇ·oµd¼?·eµdÃ;¼?·oµÇÌ�¸�½YÀTÄ�Ã?¾�Íí¸�Î1¸LÆ,¸LÀ1ÉfµLº�Â*¾3Ã?Ú#ÆY¾
¸3º
º|½Þ¶}¼?ÃN½YÎoÅe¼?½Y¾3À�¾�îD¶]µd¼�¶*¼N·oµ�Éf¾
¶]¼*¾�Äâºo¸L¼�¸ Í�¾LÔ
µdÍ�µVÀ#¼dÑ/ïÇµL¶}ÅeÆY¼�¶;»oÃ?µÏ¶}µdÀ#¼?µLºT½YÀ�¼N·o½,¶;»1¸�»1µdÃ4º|µ`Í�¾�À1¶]¼?ÃF¸�¼?µ
¼?·Ê¸�¼ ÕðÖ#×;Ø ½,¶Ç¸�À¡µfîlµLÉf¼N½YÔ
µ�º|Ù#À1¸LÍ�½,ÉÇÆY¾�¸�º�Î1¸LÆ,¸�ÀÊÉf½YÀoÌT¶]¼?ÃF¸�¼?µ`Ì�ÙÁÂÇ·o½,É�·ÁÃ?µdÍ¹¸�½YÀÊ¶�Ô#½,¸�ÎeÆYµ�¾�Àñ¸�ÆÞ¸�Ã?Ì3µ
À#ÅoÍ�Î1µdÃ;¾LÄ;»oÃ?¾#ÉVµL¶?¶]¾�Ã�¶VÑ

ò1ó)ô`õ ± ²�ö�÷çø�³�± ô ö õ
ùkÙ#À1¸�Í�½ÞÉ�Í�µÏ¶}·T¸�ºe¸�»o¼N½Y¾�À�¾�ÀTÅoÀ1¶}¼NÃ?Å1ÉV¼?ÅoÃNµLº�Ì3Ã?½Þºo¶{½,¶;¸)»�¾LÂ2µdÃ}Ä�ÅoÆe¼?¾
¾�Æ1Ä�¾�Ã2Éf¾3Í�»oÅo¼N½YÀoÌ)ÅeÀ1¶}¼NµL¸�º|Ù

¼?·eÃ?µdµdË[º|½¿Í�µdÀ1¶]½Y¾�ÀÊ¸�Æ#»oÃ?¾3ÎoÆYµdÍ¹¶ð¼?·1¸L¼;Ã?µLë
Åo½YÃNµÇÌ�ÃN½,º�Í�¾#º|½úä�Éd¸�¼N½Y¾�ÀÊ¶ð¼?¾�µfÈ¹Éf½Yµ`À|¼NÆYÙ�Ã?µL¶]¾�Æ¿Ô
µ4¶}¾�Æ¿Åo¼?½¿¾�À�Ä�µL¸�Ë
¼?ÅeÃ?µL¶VÑ{û*Ù)Æ¿¾#Éd¸�Æ¿ÆYÙ)ÃNµfä1Ào½¿ÀoÌ)¸LÀ1º�Éf¾�¸�Ã�¶]µdÀo½¿ÀoÌk¼N·oµ*Í�µL¶}·)¼N¾�Éd¸L»o¼?ÅoÃNµ�ü1¾LÂ*ä1µ`Æ,º)»o·oµdÀe¾�Í�µdÀÊ¸*¾�Äl½YÀ#¼?µdÃNµL¶}¼`á
¶}ÅÊÉR·¡»oÃ?¾#ÉfµÏº|ÅoÃ?µÏ¶kÍÁ¸�Ú
µà¶}¼�¸LÀ1ºo¸LÃ�ºqÉf¾�Í�»eÅo¼�¸L¼?½Y¾3À1¸�ÆÐÍ�µd¼N·o¾#ºo¶ÇÍ�¾�ÃNµ�Éf¾
¶]¼kµfîlµLÉV¼?½YÔ
µ�ÑÇýk½YÌ3·oÆYÙ�Ã?µfä1ÀeµLº
Í�µL¶]·oµL¶{¸LÃ?µ4Ã?µLë
Åo½¿Ã?µLº ¼N¾ ¸3ÉdÉfÅoÃF¸�¼NµdÆYÙTÉd¸L»o¼?ÅeÃ?µJ¶}·o¾#É�Ú�ÂÇ¸dÔ
µL¶Vá
Éf¾�À#¼�¸3Éf¼2º|½,¶NÉf¾�À#¼?½¿À|Åe½Y¼?½¿µL¶fáLÔ
¾�ÃN¼?½ÞÉfµL¶fá�¸�À1º
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¶}·eµL¸�ÃTÆ,¸dÙ
µdÃF¶fÑTS�¾#Éd¸LÆkÍ�µÏ¶}· ¸3ºo¸�»o¼N½Y¾3À »oÃ?¾LÔ#½,º|µL¶ ¼N·oµÁ¾�»o»1¾3Ã?¼?ÅeÀo½Y¼]Ù ¼?¾q¾�Îo¼F¸�½¿À ¶}¾3ÆYÅo¼N½Y¾3À1¶�¼N·1¸�¼�¸�ÃNµ
Éf¾3Í�»1¸�ÃF¸�ÎoÆ¿µ)¼?¾T¼?·e¾
¶}µ�¾3Îo¼�¸L½YÀoµLºÁ¾�À¡Ì�ÆY¾3Î1¸�Æ¿ÆYÙ#ËnÃNµfä1ÀoµÏº�Ì�ÃN½,ºo¶ÇÎoÅo¼4¸L¼)¸�Í�ÅÊÉR·TÆY¾LÂ*µ`ÃÇÉf¾�¶}¼dÑ

UkÀ|Ä�¾3Ã?¼?ÅeÀ1¸�¼NµdÆYÙ
á
¼N·oµ�¸�ºe¸�»o¼N½YÔ
µ�¶]¾�ÆYÅe¼?½Y¾3À�¾�ÄÐÅeÀ1¶}¼NµL¸�º|Ù�»oÃ?¾3ÎoÆYµdÍ¹¶{Éd¸�ÅÊ¶}µL¶*Æ¿¾
¸�ºT½YÍTÎ1¸�ÆÞ¸�À1Éfµ4¸LÍ�¾�ÀeÌ
»oÃN¾#ÉfµL¶?¶]¾�ÃF¶k¾�À¡¸�»1¸�ÃF¸�ÆYÆ¿µdÆ�Í¹¸�É�·o½YÀoµ�Ñ{Ý*·o½Þ¶*½,¶*Î1µLÉd¸LÅ1¶}µ�¼?·oµ�Éf¾3Í�»oÅo¼F¸�¼?½¿¾�À1¸LÆ�½¿À|¼NµdÀ1¶}½¿¼]Ù�½Þ¶*Î�¾3¼?·ñ¶}»1¸3Éfµ
¸�ÀÊº�¼?½¿Í�µ2º|µd»1µdÀ1º|µ`À|¼`Ñ{Ý*·o½Þ¶âÃNµLë
Åo½YÃNµL¶{¶}½¿Ì�Ào½�älÉd¸LÀ|¼2Éf¾3Í�Í�ÅeÀo½,ÉV¸�¼N½Y¾�Àì¸�¼;Ã?ÅeÀ|¼N½YÍ�µ;ÆYµÏ¸�º|½¿ÀoÌ�¼?¾�½,º|Æ¿µÇ»oÃ?¾3Ë
ÉfµL¶N¶}¾3Ã�¶;¸�À1ºT¸�º#Ô
µdÃ�¶]µdÆYÙ�¸ÏîlµLÉV¼?½YÀeÌ�¼N·oµÇ¼?¾3¼�¸LÆ�µIV|µLÉVÅo¼?½¿¾�À ¼N½YÍ�µ�Ñ/åkÀ�µfÈ¹Éf½Yµ`À|¼/»1¸LÃ�¸LÆYÆYµ`Æo½YÍ�»eÆYµdÍTµdÀ#¼�¸�¼N½Y¾3À
¾�Ä�¶}Å1É�· Í�µd¼N·o¾#ºo¶�½,¶�µIV|¼NÃ?µdÍ�µ`ÆYÙ º|½úÈ¹ÉfÅoÆ¿¼�¼N¾C¸3ÉR·e½YµdÔ
µ
á2»oÃ?½¿ÍÁ¸�ÃN½YÆYÙqÎ1µLÉd¸LÅ1¶}µq¾�Ä�¼?·eµqº|Ù|ÀÊ¸�Í�½ÞÉd¸�Æ¿ÆYÙ#Ë
É�·1¸�ÀoÌ3½YÀoÌ�Àe¾�À#ÅoÀo½úÄ�¾3Ã?Í Ì3Ã?½Þº�Ñ#W2¸�Ã?½¿¾�Å1¶*Í�µd¼?·o¾#ºe¶�¾�Àñº|Ù#À1¸�Í�½ÞÉ6Æ¿¾
¸3º¹ÎÊ¸�Æ,¸LÀ1Éf½¿ÀoÌ�·1¸dÔ
µ)Î1µdµdÀÁÃ?µ`»�¾3Ã?¼NµLº
¼?¾¹ºo¸�¼NµYX[Z
á<\|á R�] Ë R ê#á R�^ Ë R Z
á R�_ á ê ] á ê3êoá�`0`LË?`ba�c?d{·o¾LÂ2µdÔ
µdÃdáoÍ�¾
¶}¼4¾�Ä2¼N·oµdÍ µd½Y¼N·oµdÃ4Æ,¸3ÉRÚ¡¸�Ì3ÆY¾�ÎÊ¸�Æ{Ô#½YµdÂÛ¾�Ä
ÆY¾�¸�ºo¶4¸�ÉVÃ?¾
¶N¶6»eÃ?¾#ÉfµL¶N¶}¾3Ã�¶Ç¾�ÃJº|¾�Àe¾�¼4¸�»e»oÆYÙ�¼N·oµd½¿ÃÇ¼?µLÉ�·oÀo½Þë\ÅoµÏ¶â¼N¾�ÃNµL¸�Æ¿½,¶]¼?½,É4Æ,¸�ÃNÌ�µdË[¶?É`¸�ÆYµà¸�»o»oÆ¿½,Éd¸L¼?½¿¾�À1¶VÑ
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Repartitioning

Remapping

LOAD BALANCER
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MESH ADAPTOR

Coarsening

Edge marking

Refinement

FLOW SOLVER

INITIALIZATION

Mapping

Partitioning

Initial Mesh

Reassignment

eÐ½YÌ�ÅeÃ?µ R�fhg Ô
µdÃNÔ|½¿µdÂC¾LÄ ÕðÖ#×;Ø á1¾�ÅoÃ*Ä�ÃF¸�Í�µdÂ2¾�ÃNÚ�Ä�¾3Ãk»1¸LÃ�¸LÆYÆYµ`Æ/¸�ºe¸�»o¼N½YÔ
µ)ü1¾LÂ-Éf¾3Í�»oÅo¼F¸�¼?½¿¾�À/Ñ
g ÅoÃ*Ì3¾
¸�Æ/½Þ¶{¼?¾ ÎeÅo½YÆÞº�¸�»1¾�ÃN¼�¸LÎoÆYµ�¶]Ùo¶]¼?µdÍ�Ä�¾�Ã2µfÈ¹Éf½YµdÀ#¼?Æ¿Ù�»�µ`Ã}Ä�¾�ÃNÍ�½YÀeÌ ¸3ºo¸�»e¼?½YÔ
µ4Æ,¸LÃ?Ì3µdË�¶NÉd¸�Æ¿µkü1¾LÂ

Éd¸LÆ,ÉfÅoÆÞ¸�¼N½Y¾�ÀÊ¶�½¿À ¸
»1¸�ÃF¸�ÆYÆ¿µdÆ4Í�µL¶?¶N¸�Ì3µdËn»Ê¸�¶?¶]½YÀoÌqµdÀ#Ô|½¿Ã?¾3ÀoÍ�µdÀ#¼dÑTeð½¿Ì�ÅoÃNµ R º#µd»o½,ÉV¼�¶ ¾�ÅeÃ�Ä�Ã�¸LÍ�µdÂ*¾3Ã?Úlá
Éd¸LÆYÆYµÏº ÕÐÖ|×;Ø á
Ä�¾�Ãã¶}Å1É�·Á¸�À¹¸�Åo¼N¾�ÍÁ¸L¼?½,É4¶}Ùe¶}¼NµdÍ
Ñ�i�¼2Éf¾�À1¶]½,¶]¼�¶*¾�Ä�¸)ü1¾LÂt¶}¾3ÆYÔ
µdÃ2¸�ÀÊº�¸ Í�µL¶]·T¸�ºo¸L»o¼?¾3Ãdá
ÂÇ½Y¼N·q¸�»1¸�ÃN¼?½Y¼N½Y¾3ÀoµdÃ�¸LÀ1ºÓ¸�ÃNµdÍÁ¸�»e»�µ`Ã)¼?·1¸L¼)ÆY¾�¸�º
Î1¸�ÆÞ¸�À1ÉVµL¶�¸�À1º
Ã?µLº#½,¶}¼NÃ?½¿ÎoÅo¼?µÏ¶k¼?·oµTÉV¾�Í�»oÅe¼�¸�¼N½Y¾3À1¸�Æ
Í�µL¶]·�ÂÇ·oµ`À
ÀoµLÉfµL¶N¶?¸LÃ?Ù
Ñ�Ý*·eµ�Í�µL¶}·¡½,¶6äÊÃ�¶}¼�»1¸LÃ?¼N½Y¼?½¿¾�ÀoµÏº
¸�À1º
ÍÁ¸�»e»�µÏº�¸�Í�¾�ÀoÌÁ¼?·eµT¸ÏÔ3¸L½YÆ,¸LÎoÆYµ�»oÃ?¾3Ë
ÉfµL¶N¶}¾3Ã�¶fÑ å&ü1¾LÂ ¶}¾�Æ¿Ô
µdÃ ¼N·oµdÀ¥ÃNÅoÀ1¶�Ä�¾3ÃT¶}µdÔ
µdÃF¸�Æ2½Y¼?µ`Ã�¸�¼N½Y¾3À1¶fá{Åo»lºo¸L¼?½¿ÀoÌq¶}¾3ÆYÅo¼N½Y¾�À Ô3¸�ÃN½,¸LÎoÆYµL¶VÑ g À1Éfµ
¸�À ¸�ÉdÉfµ`»o¼�¸LÎoÆYµ�¶}¾3ÆYÅo¼N½Y¾�À ½Þ¶à¾3Îo¼�¸L½YÀoµÏº�á;¸çÍ�µÏ¶}· ¸�ºo¸L»o¼?½¿¾�À »oÃ?¾#ÉVµLº|ÅoÃNµ�½,¶)½YÀ#Ô
¾�Ú
µÏº�Ñji�¼àäÊÃ�¶}¼�¼�¸LÃ?Ì�µ`¼�¶
µLº|Ì3µL¶�Ä�¾�Ã�Éf¾�¸�Ã�¶]µdÀo½¿ÀoÌ¥¸LÀ1ºÜÃNµfä1Àoµ`Í�µdÀ#¼�ÎÊ¸�¶}µÏº ¾3À ¸LÀCµdÃNÃ?¾�Ã�½¿À1º|½ÞÉd¸�¼N¾�ÃTÉf¾3Í�»oÅo¼NµLºhÄ�Ã?¾3Í ¼?·oµ�ü1¾LÂ
¶}¾3ÆYÅo¼N½Y¾3À/ÑtÝ*·oµ�¾3Æ,ºÜÍ�µL¶}·¥½Þ¶�¼N·oµdÀ%Éf¾
¸LÃ�¶}µ`ÀoµLº�á*ÃNµL¶}ÅeÆY¼?½¿ÀoÌ
½YÀ%¸Ó¶]ÍÁ¸�Æ¿ÆYµdÃ�Ì�ÃN½,º�Ñ�è
½¿À1ÉfµÁµLº|Ì3µL¶�·Ê¸ÏÔ
µ
¸�Æ¿Ã?µL¸3º|Ù
Î1µdµdÀ¥Í¹¸�Ã?Ú
µÏºçÄ�¾�Ã ÃNµfä1Àoµ`Í�µdÀ#¼dá1½Y¼�½,¶�»�¾�¶?¶]½YÎoÆ¿µ�¼?¾¡µ�Vo¸3Éf¼?Æ¿Ù�»oÃNµLº|½ÞÉf¼�¼?·oµTÀoµdÂ�Í�µÏ¶}·
Î1µfÄ�¾�ÃNµ
¸�ÉV¼?Å1¸LÆYÆYÙ�»1µdÃ}Ä�¾3Ã?Í�½¿ÀoÌk¼N·oµÇÃ?µVä1ÀoµdÍ�µ`À|¼Ð¶]¼?µd»/Ñ�é{Ã?¾�Ì3Ã�¸LÍ Éf¾3À|¼NÃ?¾3Æo½,¶ð¼N·|ÅÊ¶ð»1¸�¶N¶}µLºT¼?¾)¼N·oµÇÆY¾�¸�º�Î1¸�ÆÞ¸�À1Éfµ`Ã
¸�¼J¼?·o½Þ¶k¼?½¿Í�µ
ÑÇå�ë
Åo½,É�Ú�µdÔ3¸LÆYÅ1¸L¼?½Y¾3Àq¶}¼Nµd»qº|µd¼NµdÃ?Í�½¿ÀoµL¶;½úÄ;¼N·oµ�ÀoµdÂ�Í�µL¶}·¡ÂÇ½YÆYÆ/Î1µT¶]¾çÅeÀ|Î1¸LÆ,¸LÀ1ÉfµLº¡¸�¶
¼?¾TÂÇ¸LÃ?ÃF¸�À#¼)¸�ÃNµd»1¸LÃ?¼?½¿¼?½¿¾�Ào½¿ÀoÌoÑkinÄ;¼?·oµ�ÉfÅeÃ?Ã?µ`À|¼Ç»1¸LÃ?¼N½Y¼?½¿¾�À1¶ÇÂÇ½YÆ¿Æ/Ã?µdÍ¹¸�½YÀ¹¸�º|µLë
Å1¸L¼?µdÆ¿Ù�ÆY¾�¸�ºçÎÊ¸�Æ,¸LÀ1ÉfµLºlá
Éf¾3À|¼NÃ?¾�Æ;½Þ¶�»1¸3¶?¶}µÏºÓÎ1¸�É�Úq¼?¾�¼N·oµ�¶}ÅoÎlº|½¿Ô|½Þ¶}½Y¾3À¥»o·1¸3¶}µ�¾LÄ4¼?·oµ�Í�µL¶}·q¸3ºo¸�»e¼?¾�Ã`Ñ g ¼?·oµ`Ã?ÂÇ½,¶]µ
á{¸ÁÃ?µd»Ê¸�Ã?Ë
¼?½¿¼?½¿¾�Ào½¿ÀoÌÁ»oÃ?¾#ÉfµÏº|ÅoÃ?µ�½,¶)Å1¶}µÏºÓ¼?¾ñº|½YÔ#½,º|µ�¼N·oµTÀoµdÂ�Í�µL¶]·
½YÀ#¼?¾¡¶}ÅeÎoÌ�ÃN½,ºo¶VÑ�Ý*·oµ�ÀoµdÂ »Ê¸�Ã?¼N½Y¼N½Y¾�ÀÊ¶ ¸�ÃNµ
¼?·eµdÀ�Ã?µÏ¸�¶?¶]½YÌ3ÀoµLº�¼N¾ ¼?·eµ)»oÃ?¾#ÉVµL¶?¶]¾�Ã�¶*½¿ÀÁ¸�Âã¸dÙ�¼N·1¸�¼2Í�½YÀo½¿Í�½mldµ`¶ ¼N·oµ�Éf¾�¶}¼*¾LÄ;ºe¸�¼�¸�Í�¾LÔ
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